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Introduccion

El desarrollo de conceptos apropiados de equilibrio son el objetivo prin-
cipal de la teoria de juegos en cualquier modalidad que esta presente. El
concepto de equilibrio desarrollado por Nash es prueba clara de ello. Un
buen concepto de equilibrio trasciende la mera teorizaciéon y se convierte en
eje fundamental de las aplicaciones de la teoria.

En el caso de la teoria de juegos cooperativa, no existe hasta ahora un
concepto de equilibrio tan poderoso y completo como el desarrollado por
Nash para la teoria de juegos no cooperativa. Existen algunos intentos de
conceptos de equilibrio que han logrado mas o menos exito. El objetivo de
estas notas es dar un pequeno inventario de algunos conceptos de equilibrio
que existen en teoria de juegos cooperativa.

Estas notas tienen su origen en el cursillo dictado por los autores en
marco del XVII Congreso Nacional de Matematicas, realizado en Cali, Valle.
En el capitulo 1 analizamos en primer lugar lo que en su traducciéon espanola
se conoce como la PEPA. Este es el principal concepto de equilibrio que
existe en teoria de juegos cooperativa. En el capitulo 2 introducimos otros
conceptos como conjunto de negociacion, kernel, prekernel, nicleo, nucleolo
y estudiamos el famoso valor de Shapley, el cual es una herramienta béasica
desarrollada para juegos cooperativos.

Agradecemos la colaboracién de Leonardo Cortéz y Miguel Correa, estu-
diantes de matemaéticas de la Universidad Sergio Arboleda.



Capitulo 1

Primera sesion: La Pepa y sus
refinamientos

1.1. Conceptos basicos

1.1.1 Definicién. Un juego cooperativo, es un par ordenado (N, v) donde N
es un conjunto de jugadores y v es una funcién

v:P(N)—R.
Un conjunto S € P(N) es llamado coalicion.
De aqui en adelante, la letra n denotara el tamano de N (n = #(N)).

1.1.2 Definicién. Un juego cooperativo (NN, v) se dice:

1. superaditivo si v(SUT) > v(S) +v(T)
2. aditivo o inescencial si v(SUT) =v(S)+ v(T)
3. subaditivo si v(SUT) = v(S) < v(T)

4. débilmente superaditivo si v(S U {i}) > v(S) +v({i})



5. de suma constante si v(S) +v(N —5) = v(N)
6. convezo si v(S) 4+ v(T) <v(SUT)+v(SNT)
7. zero-normalizado si v(i) = 0 para todo i € N
8. mondtona si S C T = v(S) < v(T)

para todo S, T € P(N) con SNT # 0.

Nétese que para un juego cooperativo (IV,v) se tiene la siguiente impli-
cacion:

CONVEXIDAD = SUPERADITIVIDAD = SUPERADITIVIDAD DEBIL

1.1.3 Definicién. Dos juegos (N,v) y (M, w) son estratégicamente equiv-
alentes si existe a« > 0y f: N — R tal que para toda coalicion S € N,
w(S) = av(s) + B(s). Igualmente, v se dice simétrica si Sy = Sy y un
juego (N, v) se dice simétrico si 'y solo si

5] =T = v(S) = o(T)

1.2. La pepa

La pepa es el conjunto de asignaciones tal que la suma en cada asignacion
sobre cada conjunto de asignaciones, sobre cada conjunto de jugadores es
mayor que el valor que le da al juego como coalicion. La pepa es una solucién
del juego cooperativo

C(N,v)={z eR" : Zw, =v(N); Zx, >v(S), VS C N}
ieN ieS

La pepa de un juego puede ser vacia. Los juegos de pepa no vacia se llaman
balanceados. Si la pepa es no vacia, la pepa no contiene necesariamente un
unico vector. Un juego que no tenga una asignaciéon que cumpla con las
condiciones para pertenecer a la pepa, se llama un juego de pepa vacia.
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1.2.1. Teorema de Bondareva shapley
1.2.1 Definicién. Una aplicacién A : P(N) \ {0} — R, se dice balanceada,

si
Z )‘(S)XS = XN
P(NO\{0}

1.2.2 Definicion. Una coleccion B de coaliciones, se dice balanceada si existe
una aplicacién balanceada \ tal que

B ={S€PN):\S) >0}

1.2.3 Definicion. Un juego se dice balanceado, si para cada aplicacién A
balanceada, se tiene

D AS(S) < wu(N)

SeP(N)\{0}

1.2.4 Teorema (Teorema de Bondareva-Shapley). Un juego cooperativo (N, v)
tiene pepa no vacia si y solo si(N,v) es un juego balanceado.

Demostracion. Si C(v) # () entonces
v(N) = minz x;

sujeto a:

> > w(9))
ics
para todo S € P(N) \
Aplicando el principio de dualidad en programacién lineal, se obtiene que
dicho problema tiene solucién si y solo si el siguiente problema lo tiene

méx Y AS)(S9)
SeP(N)\{0}
sujeto a:
Z A(S)xs = Xn
ieS
Pero esto es equivalente a decir que el juego es balanceado.



1.3. Refinamientos de la Pepa

1.3.1. e-pepa y pepa minima

1.3.1 Definicién. Sea (N,v) un juego cooperativo con una estructura de
coaliciones R, y sea € > 0. Se define la e-pepa el siguiente conjunto:

C’E(N,y):{xER" : in:y(N); ZSL’Z'ZV(S)\G, VS C N}

1EN €S

1.3.2 Definicién. Sea (N, v) un juego cooperativo con una estructura de
coaliciones R. La pepa minima es la interseccon de las e-pepas no vacias
donde € > 0.

1.4. Ejemplos

1.4.1. Ejemplo de un Juego Clasico Balanceado.

Consideremos un juego (N,v) con N = {1,2,3} y las siguientes asigna-
clones:
v(S) =0si|S] < 1,v(S) =60siS = {1,2}; v(S) = 48 si S = {1,3};
v(S)=30si S={2,3}v(S)=T2si S=N

para confirmar que el juego es balaceado, sea A : P — {0} — [0,1] una
aplicacin balanceada. Como v(7) = 0 para todo i € {1,2,3} y v(7,j) > 0 para
todo 7,7 € {1,2,3}, 7 # j. Como A es balanceada sabemos que las siguintes
ecuaciones se cumplen:

AL, 2) + A(1,3) +A(1,2,3) =1

AL 2) +A(2,3) +A(1,2,3) =1

AL 3) + A(2,3) + A\(1,2,3) = 1
as, tenemos que A(1,2) = A(1,3) = A\(2,3) = 17’\(21’2’3), luego, A puede ser
idenificada como (1,2, 3) € [0, 1], as:

> AS)w(S) =
SeP\{0}
1—XA(1,2 1—XA(1,2 1—A(1,2
LS (EL S ETEL



FA(1,2,3)72 = 69 + 3X(1,2,3) < 72 = v(N)

Por lo tanto el juego es balanceado y as tiene Pepa no vacia. Veamos entonces
cuales son los elementos de la Pepa.
Un elemento x de la Pepa debe satisfacer las siguientes desigualdades:

$1ZO> .[L'QZO, l’gZO,

Ty +1x9 260, 1z +x32>48, 29+ 73> 30,
$1+[L‘2+l‘3:72

Entonces, por ejemplo, la asignacién (xq, x9, 3) = (40,22, 10) est en la Pepa
del juego (N, v). Es claro que existen ms asignaciones dentro de la Pepa, de
hecho, la Pepa es la envolvente convexa de las tres asignaciones (42,24, 6),
(42,18,12) vy (36,24,12).

1.4.2. El juego de Los Guantes (The gloves game)

Sea N = {1,...,n}, tal que N estd dividido en dos subconjuntos disjuntos
I y D. Cada jugador de I posee un guante izquierdo y cada jugador de D
posee un guante derecho. Se le da un valor de la siguiente manera: si existe
una pareja con un guante derecho y un guante izquierdo se les paga 1. En
otro caso el valor dado seréd O.
Podemos modelar esta situacién como un juego (N, v) donde para cada S €
P(N) se tiene que v(S) :=min{|I N S|,|DNS|}

Analicemos este juego tomando n = 3 donde {1,2} = I y {3} = D.
Veamos si el juego tiene Pepa y en caso de tenerla mostremos cual es.

Notemos al vector (a,b,c) como el vector de asignacién de pagos para
cada jugador donde a es la paga del jugador 1, b es la paga del jugador 2 y
c es el pago del jugador 3.

Para que (a, b, c) esté en la Pepa, debe cumplir las siguientes desigual-
dades: a+b > v(a,b) = 0; a+c > v(a,c) = 1; c+b > v(e,b) = 1;a > v(a) = 0;
b>wv(b) =0; ¢c>wv(c) =0. Ademés, tenemos a + b+ c= 1= v(N).

Luego, resolviendo las ecuaciones
at+c>1l;a+b+c>1+0b;1>1+b. Entonces b=0.

b+c>1;a+b+c>1+4+a;1>1+ a. Entonces a=0.



Por lo tanto, ¢ = 1. Asi se tiene que la pepa es no vacia, porque la asig-
nacién (a,b,c) = (0,0,1) esta en ella y también es la inica que se encuentra
alli.

Notese que el juego posee e-Pepa siempre y cuando tomemos € = 1

1.4.3. El Juego del Cofre

El juego consiste en lograr abrir un cofre que necesita de dos personas
para poder abrirlo. Sea N = {1,2,3}, entonces se da una valuacién como
sigue:

w(S)=1 se{{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

v(S) = 0 en otro caso.

Noétese que éste juego es Superaditivo y Montono. el conjunto de las pagos
eficientes para este juego es

{z eR® 2y + 2+ 23 =1}

y el conjunto de todos los pagos que son individualmente racionales y efi-
cientes es el conjunto de asignacines

I(N,v) =

{2 €R® oy + 2y + 23 =152, > OVi € {1,2,3}}

Por ejemplo, la asignacion (%, %, —i) es un pago que es eficiente, pero no es
individualmente racional.
El juego de el cofre no es balanceado, luego, tiene pepa vacia, que se demues-
tra con de la siguiente manera.
Clw)y=zeR: Y, yri=v(N)=1,> gz > v(S)
Se tiene: a,b,c > 0;a+b>1;a+c>=1;c+b>=1
AdemAjs, tenemos a+b+c =1 = v(N), luego, resolviendo las ecuaciones
a+c>=1,a+b+c>=1+0b,1>=1+0b. Entonces, b=0y (a>1) o
(1)
b+c>1,a+b+c>1+a,1>1+ a. Entonces a = 0.
a+b+c>1+c¢ 1>1+c. Entonces ¢ =0, pero ¢ > 1 por tanto se llega

a una contradiccion, asi,tiene pepa vacia.



Capitulo 2

Segunda sesion: Otros
conceptos de equilibrio

2.1. Conjunto de negociacion

2.1.1 Definicién. Una estructura de coaliciones R para un juego coopera-
tivo (N, v) es una particién del conjunto de jugadores N.

2.1.2 Definicién. Dado un juego cooperativo (N,v) y una estructura de
coaliciones R sobre N, se define el conjunto de imputaciones de (N,v, R)
como el conjunto:

I(N,v,R) ={z e R" | z(S) <wv(S) para todo S € Ry x; > v({i}) para todoi € N}
2.1.3 Definicion. Dados k,l € N distintos sea T}, el conjunto:
T ={SCN\{l} | keS}

2.1.4 Definicién. Sean k., € N diferentes. Una objecion de k contra [ en
x € R" es un par (P,y) tal que:

1. PeTy
2. y € R#P)
3. y; > x; para todo i € P

4. y(P) <o(P)
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2.1.5 Definicién. Sean k,[ distintos y (P,y) una objecién de k contra 1 en
x. Una contraobjecion de | contra k es un par (@, z) tal que:

1. (@, z) es una objecién de [ contra k
2. z; > y; para todo j € PN Q.

Una imputaciéon € I(N,V,R) se dice estable si toda objecién en z tiene
una contraobjecion.

2.1.6 Definicién. Dado un juego cooperativo (N, v) con una estructura de
coaliciones R, el conjunto de negociacion de (N,v,R) es el conjunto:

M(N,v,R) ={z € I(N,v,R) | = es estable }

2.2. Prekernel y kernel
2.2.1 Definicién. Sean S C N y z € RY. El exceso de S en x es el valor:
e(S,xz,v) =v(S) — x(S)

2.2.2 Definicién. Sean k,l € N diferentes y x € RY. La mdzima ganancia
de k sobre [ en x es el valor:

sy = max{e(S,v,x) | S € T}

Sik,le ReRY s > si, se dice que el jugador k sobrepasa al jugador [ y
esto se denota k >, (.

2.2.3 Definicién. Dado un juego (N,v) con una estructura de coaliciones
R, se define el prekernel como el conjunto:

PK(N,v,R) = {& € X(N,0,R) | st = st v k #1}

2.2.4 Definicién. Sea (IV,v) un juego con una estructura de coaliciones R,
se define el kernel como el conjunto:

K(N,v,R) ={x € I(N,v,R) | para todos k # [ si z > v({i}) entonces sy, > sj;.}

11



2.3. Prenucleolo y nucleolo

2.3.1 Definicién. Sea X C R" y H = {h;}iep un conjunto de funciones
hi : X — R. Sea d = #(D). Dado k = 1---d, se definen las funciones
0 : X — R definida de la siguiente forma:

g
k(@) = | podx | minhi(z)

donde x € X.
Denotamos <., al orden lexicograico en RY.

2.3.2 Definicién. Sea (IV,v) un juego cooperativo con una estructura de
relaciones Ry H = {h; };cp un conjunto de funciones de valor real definidas
en X. El nuceolo H con respecto a X se define como el conjunto:

N(H,X)={z € X | 0(y) >, 0(x)Vy € X}

2.3.3 Definicién. El caso particular en el que X = X*(N,oR) y H =
{e(S,-,v) | S € P(N)}, el nucleolo de H con respecto X se denomina el
prenucleolo de (N, v, R).

2.3.4 Definicién. El caso particular en el que X = I(N,oR) y H =
{e(S,-,v) | S € P(N)}, el nucleolo de H con respecto X se denomina el
nucleolo de (N, v, R).

2.4. El valor de Shapley

2.4.1. Propiedades deseables de una solucién

Sea 2P(M) el conjunto funciones de valor real sobre el conjunto de coali-
ciones de N jugadores. Una funcién ¢ : 2P®Y) — R™ satisface

» Racionalidad Individual si ¢;(v) > v({i})
» Eficiencia si ) | ¢;(v) = v(N)

= Propiedad del Jugador Initil si « € N es un jugador tal que
v(X U{i}) =v(9) para todo S C N, entonces ¢;(v) =0

= Aditividad si ¢(v + w) = ¢(v) + o(w)
» Simetria si dados dos jugadores i, j tales que v(S U {i}) =

v(SU{j}) para todo S C N, entonces ¢;(v) = ¢;(v).

12



2.4.2. Aporte Marginal

2.4.1 Definicién. Para todo ¢ € N y todo S € P(N), con i € S, la con-
tribucion marginal del jugador 7 en la coalicién S se define como la ganancia
adicional que aporta el jugador ¢ al entrar a la coalicién S.

Mi(S,v) == v(S U {i}) — v(S)

2.4.3. El valor de Shapley

El valor de Shapley es la paga promedio que recibe un jugador, o, el
promedio de los valores marginales m de un juego v. Desde otro punto de
vista es el valor minimo por el que un jugador entra a una coalicién. ¢(v) =
> oen(vy M7 (v) 0 de otra forma

¢i(v) =
1
] > (8] =1S| = 1)) (e(S U {i}) — u(S))
S(N)—{i}

Supongamos que en una empresa existe un propietario P que no trabaja,
pero que provee de un aporte capital crucial para su funcionamiento. En
otras palabras, sin él no se pueden obtener ganancias.

Cada trabajador Wy, Ws, ..., W} contribuye en un monto r del total de
la ganancia. Entonces N = {P,W,..., W}.

Por tanto v(S) = 0 si P no estd en la coalicién S. v(S) = mr si S contiene
m trabajadores y al propietario. La idea es ver que el valor de Shapley para
el propietario es k x7/2 y r/2 para cada trabajador.

El valor de Shapley es el vector tinico que satisface aditividad, anonimato,
eficiencia y la propiedad del jugador inutil. Mostremos esta afirmacion:
(Aditividad) se sigue directamente del hecho que m? (v+w) = m?(v)+m? (w).
(Eficiencia) Notese que ® es una combinacién convexa de m?y Y ..y m{ (v) =
v(N) para cada o € w(N)

(Propiedad del jugador inutil) Notese que %25:i¢5(\5\!(n —1S|-DhH =1
(Anonimato) Veamos en dos partes esta propiedad.

= veamos que p *x (m?(v)) = mP? (vP)
(M (V%)) poti) =
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vP(po(l),...,po(1)) —vP(pa(1),...,po(i— 1))
— o(o(1),....,0(i)) — v(o(1), ..., ol — 1))
= (m?(v))o(i) = p* (m? (v ))

» Sea v € JV y p € 7(N), usando la parte anterior,p — po es una
sobreyeccién en 7(N) y la linealidad de px

2.4.4. Ejemplos
El juego de los guantes

El valor de Shapley esta dado por
1 .
2i(v) = 77 > (w(PFu{i}) - o(Pf)
R

Donde R es un ordenamiento de jugadores y P[® es el conjunto de jugadores
en N que preceden a ¢ en el orden R.

N =1{1,2,3}
Analicemos el jugador 1 como pibote.

R valor marginal
1, 2,3 v({1}) —v(@)=0-0=0.
1,3, 2 v({1}) —v(@)=0-0=0.
2,1,3 v({1,2}) —v({1}) =0—-0=0.
2,3, 1 v({2,3,1}) —v({2,3})) =1-1=0.
3,2,1 v({1,2,3}) —v({2,3}) =1—-1=0.
3,1,2 v({1,3}) —v({3})) =1-0=1.

Analicemos el jugador 2 como pibote.
R valor marginal

1,2,3 v({1,2}) —v({a}) =0-0=0.
1,3,2 v({,2,3}) —v({a,c}) =1-1=0.
2,1,3 v({2}) —v(@)=0-0=0.
2,3, 1 v({2}) —v(@)=0-0=0.
3,2, 1 v((2,3) —o(3)) =1-0=1
3,1,2 v({1,2,3) —v({1,3) =1-1=0

14



Analicemos el jugador 3 como pibote.
valor marginal

v({1,2,30) —v({1,2}) =1-0=1.
v({1,3}) —v({1})=1-0=1.
v({1,2,3}) —v({1,2}))=1-0=1.
v({2,3}) —v({2})=1-0=1.
v({3}) —v(0)=0-0=0.

v({3}) —v(0)=0-0=0.

=

N O =N
N| | —Ww| N w

W W NN ==

Asi tenemos que
dy(v) =1(1/6) =1/6

Dy(v) = 1 (v) = 1/6
®3(v) = 4/6.

El juego del cofre
El valor de Shapley est dado por

() = 1 DB U i) u(P)

Donde R es un ordenamiento de jugadores y P[® es el conjunto de jugadores
en N que preceden a i en el orden R.

N ={1,2,3}
analicemos el jugador 1 como pibote.

valor marginal
v({1}) —v@)=0—-0=0.
v({1}) — (@

=

W W NN ==
=N =N

)

)=0-0=0.
quzn_vqu§:1_o:1.

)

v({2,3,1) —v({2,3) =1—-1=0.
v({1,2,3) —v({2,3) =1-1=0.
o{L3) —v({B) =1-0=1.

analicemos el jugador 2 como pibote.

N W|N| W

15



R valor marginal
1,2, 3 v({2,1}) —v({a})=1-0=1.
1,32 v({L,2,3}) —v({a,c})=1-1=0.
2,1,3 v({2}) —v@)=0-0=0.
2,3, 1 v({2}) —v@)=0-0=0.
3,2, 1 v({2,3}) —v({3})) =1-0=1.
3,1,2 v({1,2,3}) —v({1,3})=1-1=0.

analicemos el jugador 3 como pibote.

R valor marginal
1,2,3 v({1,2,3}) —v({1,2}))=1-1=0".
1, 3,2 v({1,3}) —v({l}) =1-0=1.
2,1,3 v({1,2,3}) —v({1,2}))=1-1=0.
2,3,1 v({2,3}) —v({2}))=1-0=1.
3,2, 1 v({3}) —v@)=0-0=0.
3, 1,2 v({3}) —v@)=0-0=0.

16
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