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Capitulo 1

Introduccion

Comenzamos con un espacio de Hilbert separable y de dimensién infinita H
y un operador normal N sobre H. Se estudia la teorfa de modelos de H como
estructura métrica: < H,0,+, fag,( | ), N > donde o, € C, |a| + 8] < 1
v fap(z,y) = ax + By de la forma que se describe en [5]. Por brevedad nos
referiremos a dicha estructura como < H, N >.

Los resultados mas importantes de este trabajo son:

Teorema 1.1. Los operadores definibles en la estructura < H, N > son exac-
tamente aquellos en el dlgebra C* generada por N.

Definicién 1.2. Sea T, la teoria espacios de Hilbert junto con las siguientes
condiciones:

1. Para a, 8 € C tal que |a| 4+ |8] < 1:

supsup |N(fa,g(u,v)) — fas(Na, NG)| =0

2. sup, [INN*v — N*Nv| =0
3. Para A € 0.(N), V C C conjunto abierto tal que A € V.y n € N:

inf  max (| (uglug)], [[Jwill = 1], Ixv (N) (ug) — dugl) =0

ULU2 " Unp
4. Para A € 04(N) y nx € N como en el Lema 5.4 y € > 0:

inf  supmix(|(uslug), sl = 11, [ Nu; = Mgl | N (0) = col],

UTUZUn

m

sl = Z<v|ui)ui)||;;) —0

k=1

sup (nlfo]] ~[INv = x|} ) =0



Corolario 1.3. T, axiomatiza la teoria Th < H, N >.

Corolario 1.4. La teoria de la estructura < H, N > admite eliminacion de
cuantificadores.

Definicién 1.5. Sea v € Hy A C H. Entonces Pyea)(v) ¥ Pacy(a)(v) denotan
la proyeccién de v sobre los espacios dcl(A) y acl(A) repectivamente. De la
misma manera, Pyea)r(v) y Pyeycays (v) denotan la proyeccién de v sobre los
espacios dcl(A)* y acl(A)* repectivamente.

Definicién 1.6. Sea v € H. Sean A, B C H. Se dice que u es independente de
B sobre A si Pacy(a)(v) = Paci(aup)(v), lo cual se denota u |, v.

Corolario 1.7. Sea v,w € H y A C H. Entonces v LZ w si y sélo si para toda
subconjunto abierto V de o(N), xv(N)v — xv(N)Pyaayv L xv(N)w.

Argoty y Berenstein ([3]) han estudiado la teoria de la estructura (H, +, 0, (]}, U)
donde U es un operador unitario en el caso en el espectro contable. Como se
mencionén anteriormente, la mayori de los resultados aqui mostrados son ge-
neralizaciones de los resultados alli. Anterior a eso, Henson y Iovino ([13]),
observaron que esta teoria es estable. Berenstein and Buechler ([8]) realiza-
ron por primera vez una caracterizacion geométrica de la bifurcacién en tales
estructuras. Ben Yaacov, Usvyatsov and Zadka caracterizaron los operadores
unitaros correspondientes a automorfismos genéricos de un espacio de Hilbert
como aquellas transformaciones unitarias cuyo espectro es S*.

En este trabajo se estudian la definibilidad de los operadores acotados en
< H,N >; la relacién de los tipos con la teoria espectral del operador normal
acotado N; se axiomatiza la teoria Th < 'H, N >; se da una relacién de indepen-
dencia especifica para ella, y se caracteriza la casi ortogonalidad de los tipos. El
marco para este trabajo es la logica continua y se asume que el lector esta fa-
miliarizado con algunas nociones modelotedricas como definabilidad, clausura
definible y algebraica, y bifurcacion.

Este trabajo esta dispuesto de la siguiente forma: En la seccién 1, se introduce
brevemente la teoria de modelos para légica continua. En la seccién 2, se d4 una
introduccién igualmente resumida de la Teoria Espectral. En la seccién 3 se
estudia la definibilidad de los operadores en H. En la seccion 4, se axiomatiza
la teoria Th < 'H, N >. Finalmente, en la seccién 5 se estudia la estabilidad de
la teoria Th < H, N >, se da una relaciéon de independencia entre tipos, y se
caracteriza la casi ortogonalidad entre ellos.

El autor desea agradecer a la Universidad Sergio Arboleda y al programa
europeo de 16gica matematica y sus aplicaciones MATHLOGAPS por permitirle
realizar una pasantia en el instituto Camille Jordan de la universidad Jean
Bernard Lyon 1 en Lyon, Francia. De la misma manera, quiero agradecer a
Itai Ben Yaccov, al Dr. Thierry Fack, al DrAlexander Berenstein, y Dr C. Ward
Henson por sus colaboracién en la realizacién de este documento. Igualmente a
los profesores Jesuis Hernando Pérez y David Blazquez por la revisién de este
trabajo.



Capitulo 2

Loégica continua

La fuente principal de este capitulo es [5]. Sea (M, d) un espacio métrico fijo
de diametro 1.

Definicién 2.1. Un predicado sobre M es una funcién uniformemente continua
de M™ en el intervalo [0, 1].

Anotacion 2.2. Una funcién constante R : M™ — [0,1] es un predicado sobre

M.

Definicién 2.3. Una funcion f € M es una funcién uniformemente continua
de M™ en M.

Definicién 2.4. Sea f : X — Y una funcién uniformemente continua de un
espacio métrico X en otro espacio métrico Y. Un mddulo de continuidad uni-
forme para f es una funcién A : Rt — RT tal que para todo z, y y para todo
€:

d(z,y) < Ale) = d(f(z), f(y)) <e

Definicién 2.5. Una estructura métrica consiste en un espacio métrico com-
pleto y acotado (M,d), una familia subindicada (R;|i € I) de predicados en
M, una familia subindicada (F}|j € J) de funciones en potencias de M, y una
familia subindicada (ax|k € K) de elementos distinguidos de M. Describimos
esta estructura como

M= (M,d,Ri,Fj,akh'EI,j S J’]{;GK)_

Cuando se estudia un espacio de Banach X, usualmente se considera el
espacio como una estructura multisurtida, donde se tiene una suerte para cada
bola cerrada de radio entero positivo alrededor del origen. Por ejemplo, la bola
unitaria de X es un espacio de didmetro 2. Usualmente se trabaja dentro de la
bola unitaria.

Definicién 2.6. Dada una estructura métrica M, su vocabulario L(M) es la
union de las familias indexadas de simbolos para predicados, funciones y cons-
tantes junto con los niimeros naturales correspondientes a la aridad, y las fun-
ciones correspondientes al médulo de continuidad uniforme para cada simbolo.



Definicién 2.7. Dado un vocabulario L, los términos en L se construyen in-
ductivamente de la siguiente manera:

1. Cada simbolo de variable y constante es un término en L.

2. Si F € L es una funcién n-aria y t1,...,t, son términos en L, entonces
F(t1,...,t,) es un término en L.

Definicién 2.8. Dado un vocabulario L, las formulas atomicas en L son expre-
siones de la forma d(t1,t2) o R(t1,...,t,) donde R es un simbolo de predicado
en Lyt ... ,t, son términos en L.

Definiciéon 2.9. Dado un vocabulario L, las férmulas en L se construyen in-
ductivamente de la siguiente manera:

1. Las férmulas atomicas en L son férmulas en L.

2. Siw:[0,1]™ — [0,1] es continua y ¢1,..., ¢, son ffmulas en L, entonces
u(@1,...,¢n) es una férmula en L.

3. Si ¢ es un L-formula y x es una variable, entonces sup, ¢ y inf, ¢ son
férmulas en L.

Anotacion 2.10. sup, y inf, juegan el papel de los cuantificadores en la légica
de primer orden.

Anotacion 2.11. Una férmula libre de cuantificadores es un férmula construida
usando solamente las reglas (1), (2).

Anotacion 2.12. Las nociones de subférmula y variables libres y acotadas se
pueden generalizar de forma natural a la légica continua.

Definicion 2.13. Una sentencia en L es una formula en L sin variables libres.

Anotacion 2.14. Se escribe t(z1,...,2,) cuando t es un término en L y las
variables en t estan entre las variables 1, ..., Z,.
Anotacién 2.15. Dado un término ¢(x1,...,x,) en L, la interpretacidn de t en

M, es una funcién t™ : M™ — M definida de la misma forma en que se hace
en logica de primer orden.

Definicién 2.16. Se define el valor o™ (a) de una férmula o(a) en L(M) de
la siguiente manera:

L. (d(ty,t2))M = dM (M, t51) para cualesquiera términos ¢1,t5 en L.

2. (P(t1,...,t2))M = PM(tM, ... tM) para cualquier simbolo de predicado
P € L y cualesquiera términos tq,...,t, en L.

3. (u(oy,...,on))M = u(eM, ..., 0M) para cualquier v : [0,1]" — [0,1]
continua y cualesquiera férmulas oy, ..., 0, en L(M).

4. (sup, ¢(z))™ es el supremo en [0, 1] del conjunto {¢(a)™|a € M} para
cualquier L-férmula ¢(z) en L.



5. (inf, ¢(x))™ es el infimo en [0,1] de el conjunto {¢(a)™|a € M} para
cualquier férmula ¢(z) en L.

Anotacion 2.17. supd =0y inf =1

Definicién 2.18. Una afirmacion F en L es una expresiéon de la forma ¢ = 1
o0 ¢ < 1, donde ¢ y 1 son férmulas en L. Se dice que E es cerrada si tanto
¢ como 1 son sentencias. Similarmente si ¢ y @ son férmulas en L libres de
cuantificadores, E' se denomina una afirmacion libre de cuantificadores.

Definicién 2.19. Si E es la afirmacién en L ¢(z1,...,2,) = ¥(21,...,25)
y a1,...,a, € M, se dice que E es v’alida para aq,...,a, € M (denotado
M E E(ay,...,ay)) si

M(ay, ... an) = v M(ay, ... a).
Similarmente, si F es la L-afirmacion ¢(z1, ..., 2,) < U(x1,...,Tn) Y a1,... 0y €
M, se dice que F es vdlida para ay,...,a, € M si

oM(ay,. .. an) < PM(ay, ... a,).

Definicién 2.20. Dos férmulas en L ¢ y ¢ se dicen ldgicamente equivalentes
(o simplemente equivalentes) si la afirmacién en L ¢ = ¢ es vélida en toda
estructura de vocabulario L.

Definicién 2.21. Para i = 1,2, sea E; la afirmacién ¢; = ;. Se dice que E; y
FE5 son ldgicalmente equivalentes si para toda estructura M con vocabulario L
y toda aq,...,a, se tiene:

M ): El(al,...,an) sii M ': EQ(al,...,an).

Definicién 2.22. Se define una funcién binaria — : R x R — R de la siguiente
manera;
. (x—y) siz>y
r—y = .
0 otherwise

Anotacion 2.23. Si z,y € [0, 1], entonces z—y € [0, 1].

Anotacion 2.24. Toda afirmacién en L es equivalente a una de la forma ¢ = 0.
por ejemplo, la afirmacién ¢ < 1 es equivalente a la afirmacién |¢p—1| = 0.

Definicién 2.25. Sea L un vocabulario fijo. Una teoria en L es un conjunto de
afirmaciones en L cerradas. Si T' es un teoria en L y M es un estructura conn
vocabulario L, se dice que M es un modelo de T' (M = T) si M = E para
toda afirmaciéon E € T. Denotamos Mody(T) para la coleccién de todas las
estructuras con vocabulario L que son modelos de T'. Si M es una estructura
con vocabulario L, la teoria de M, denotada por Th(M), es el conjunto de
afirmaciones en L cerradas que son validas en M. Una teoria de esta forma se
denomina completa.



Definicién 2.26. Sean M y N estructuras con vocabulario L.

1. My N sedicen elementalmente equivalentes, (M = N), si oM = o para
toda sentencia o en L. Equivalentemente, M = N si y solo si Th(M) =

Th(N).

2. Si M C N se dice que M es una subestructura elemental de N', (M < N),
si para toda formula ¢(x1,...,7,) ¥ a1,...,a, € M, ¢M(ay,...,a,) =
¢>N(a1, ...,ay,). En este caso se dice que A es una extension elemental de

M.

3. Una funcién F' de un subconjunto de M into N es una aplicacion elemental
parcial de M into N si para todo L-formula ¢(z1,...,2,) y a1,...,a, en
el dominio de F, se tiene:

M(a, ... an) = ¢N(F(ar), ..., F(ay))

4. Una inmersion elemental de M en N es una aplicacién elemental de M
en N cuyo dominio es todo M.

5. Un isomorfismo entre las estructuras M y N es una inmersién elemental
entre ellas que es sobreyectiva. Dos estructuras se dicen isomorfas si hay
un isomorfismo entre ellas.

Hecho 2.27 (Criterio de Tarski-Vaught, proposicién 4.4 de [?]). Sean M, N
estructuras con vocabulario L tales que M C N. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M <N.

2. Para toda férmula ¢(z1,...,z,) en L y toda € > 0 se tiene la siguiente
condicion: Si ay,...,a, € M y b € N, exite c € M tal que:

|¢N(a1,...,an,c)—¢N(a1,...,an,b)| <e.

Definiciéon 2.28. Supongase que M es un estructura con vocabulario L co-
rrespondiente a un espacio métrico (M,d) y A C M. Sea M4 la estructura
(M, a)qca- Seaey,...,e, € M y sean x1,...,x, variables fijas. Entonces

= El tipo de (eq,...,e,) sobre A en M, denotado por tpaq(eq,...,en/A), es
el conjunto de afirmaciones F(z1,...,x,) tales que

MA ': E(ela"';en)

= El tipo sin cuantificadores de (ey,...,e,) sobre A en M, denotado por
qftpm(er,...,en/A), es el conjunto de afirmaciones libres de cuantifica-
dores en L
E(zx1,...,x,) tales que

MAle(el,...,en)



Si la estructura M es clara a partir del contexto, el tipo y el tipo sin cuanti-
ficadors de (eq, . . ., e,) sobre A se denota simplemente como tp(eq, ..., e,/A)
o qftp(er,...,en/A) respectivemente.

Anotacion 2.29. 1. Sea M y A como se describie més arriba, y sean ey, ..., e,
y €},..., el elementos de M. Entonces

tppm(er, ..., en/A) =tppm(el, ... el /A)

si y solo si

(Ma,e1,...,6n) = (Ma, ey, ... e.)
2. Si (M, A) es como se describe més arriba y M < N, entonces
toan(ers- ., enA) = tox(er, .. en/A).

Sea L un vocabulario para estructuras métricas, y sea L(A) la extensién
de L con un conjunto A de nuevos siimbolos de constante. Sea T4 una teoria
completa en L(A) y sea T la restriccién de T4 a L.

Definicién 2.30. Un conjunto p de afirmaciones en L cuyas variables libres

estdn x1,...,x, se denomina un n-tipo sobre A si existe un modelo (M, a)qca
de T4 y elementos ey, ..., e, de M tales que p(z1,...,z,) =tpmler...,en/A).
En este caso, se dice que (eq,...,e,) realiza a p.

Definiciéon 2.31. La coleccion de todos los n-tipos sobre A se denota por
Sn(T4), o simplemente S,,(A) si T4 es clara a partir del contexto.

Hecho 2.32 (Proposition 5.15 de [?]). Hay un modelo (M,a)sca de T tal
que para todo n > 1, todo n-type sobre A es realizado.

Definicién 2.33. Sea L un vocabulario y ¢ un cardinal infinito. Una estructura
M con vocabulario L se denomina p-saturada si todo tipo p € S (A) sobre un
subconjunto A C M con |A| = p es realizado en M.

Definiciéon 2.34. El modelo monstruo para una teoria T es una estructura
p-saturada para un cardinal g mayor que el tamano de cualquier conjunto de
parametros usados en este trabajo, y se denota por ‘B.

Definicién 2.35. Sea ¢(z1,...,x,) una férmula en L(A) y € > 0. Entonces
(¢, €) = {q € Sp(T4)| la afirmacién ¢ < ¢ pertenece a ¢ para algin ¢ < €}.

La topologia de la ldgica en S, (T4) se define de la siguiente manera: Si p €
Sn(T4), la base de vecindades de p son los conjuntos de la forma (¢, €) donde
¢p=0estdenpye>0.

Definicién 2.36. Sea M 4 un modelo monstruo de T'4 en el cual todo tipo en
Sp(Ta) es realizado, para n > 1. Sea (M, d) el espacio métrico correspondiente
de M y sea p,q € Sp(T). Entonces,

d(p,q) = inf{m?xd(aj,bjﬂ/\/l Ep(ar,...,an) y MEqb,...,bn)}



Anotacion 2.37. Note que (S,,(T4),d) es un espacio métrico, dado que si p,q €
Sn(Ta), d(p,q) no depende de M 4 sino solamente de Ty.

Definicién 2.38. Sea p € S,,(T) y M = T. Entonces p(M) = {(a1,...,a,) €
M"MEpla...,an)}.

Definicién 2.39. Sea T una teoria en L y ¢(z1,...,2,) una férmula en L.
Entonces ¢ es aprozimable por formulas sin cuantificadores en T si para todo
€ > 0 hay una férmula sin cuantificadores en L v (z1,...,z,) tal que para todo
MET ytodo ay,...,a, € M:

|¢M(a’1,"' aan) _'(/JM(al,... ,an)l S €

Definicién 2.40. Una teoria T en L admite eliminacion de cuantificadores si
toda férmula en L es aproximable en T por férmulas sin cuantificadores.

Definicién 2.41. Sea A C M. Un predicado P : M™ — [0, 1] es A-definible en
M si hay una sucesién (¢, (Z)|n > 1) de L(A)-férmulas tales que los predicados
#M (%) convergen a P(Z) uniformemente en M™. Un conjunto B C M es A-
definible si la distancia d(x, B) es A-definible en H. Una funcién es definible si
su grafo es definible.

Hecho 2.42 (Proposition 8.9 de [?]). Sea D C M cerrado. Entonces D es
definible en M si y solo si hay un predicado definible P : M™ — [0, 1] tal que
P(z) =0paratodox € Dy

VedoVz € M™(P(z) < 6 = d(z, D) < e).

Definicién 2.43. Sea T un teorfa, p € S,,(T") y M un modelo de T completo en
el sentido analitico. Entonces p es principal si p(M) es un subconjunto definible
de M.

Hecho 2.44 (Teorema de Omisién de tipos, version local, Teorema 10.1 de [?]).
Sea T una teorfa completa en un vocabulario countable, y sea p € S, (T'). Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. p es principal.
2. p es realizado en todo modelo de T' completo como espacio métrico.

Definicién 2.45. Una teoria completa T' se dice separablemente categorica si
todos sus modelos separables son isomorfos.

Hecho 2.46 (Teorema 10.8 de [?]). Sea T una teorfa completa en un vocabulario
enumerable. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es separablemente categdrica.
2. Para cada n > 1, toda type S, (T) es principal.

3. Para cada n > 1, el espacio métrico (S, (T),d) es compacto.
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Definicion 2.47. Sea A C M:

1. La clausura definible de A en M, denotada por dcir(A) (o simplemente
dcl(A)), es el conjunto de los a € M tales que {a} es A-definable en M.

2. La clausura algebrdica de A en M, denotada por acla(A) (o simplemente
acl(A)), es la unién de todos los subconjuntos compactos de M que son
A-definibles.

3. Si M es completo, la clausura acotada de A en M, bdda(A), (o simple-
mente bdd(A)), es el conjunto de todos los a € M para los cuales hay
algtin cardinal p tal que para todo N = M, el conjunto de realizacions de
tp(a/A) en N tiene cardinalidad menor o igual a p.

Hecho 2.48 (Lema 1.3 en [?]). Sea L un vocabulario, sea M una estructura
completa, y A C M. Entonces, acla(A) = bdd(A)

11



Capitulo 3

Teoria Espectral

La siguiente seccién se basa en [1] [2] y [14]. Sea H = (H,+,0, {|)) un espacio
de Hilbert de dimensién infinita sobre C.
Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita sobre C.

Definicién 3.1. Sea A un operador lineal de H en H. Entonces A se denomina
acotado si el conjunto {||A(u)| : v € H,||ul]| = 1} es acotado en R. Si A es
acotado se define la norma de A de la siguiente manera:

[All = sup  [[A(u)]|

weH, [ul|=1

Definicién 3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, B(H) el &lgebra de
los operadores lineales acotados de H en H.

Definicién 3.3. Se dice que una sucesién de operadores lineales { A, } e, con-
verge uniformemente a un operador A, si lim, . |4 — A,| = 0.

Definicién 3.4. Dado un operador lineal A : H — H, su operador adjunto,
denotado A* es el operador lineal A* : H — H tal que para toda u,v € H,
(Aulv) = (u|A*v).

Definicién 3.5. Sea N un operador lineal de ‘H to H. N se denomina normal
si N conmuta con su adjunto N*.

Definicién 3.6. Sea U un operador lineal en H. U se denomina wunitario si U
es una isometria o, equivalentemente, U~! = U*.

Definicién 3.7. Sea I’ un operador lineal de H a H. F se dice de rango finito
si dim(FH) < oo.

Definicién 3.8. Un operador lineal K se denomina compacto si existe una
sucesién (F,,) de operadores de rango finito tal que F, converge a K.

Hecho 3.9. Un operador lineal K es compacto si y solo si {Kv||v| < 1}
estd contenido en un conjunto compacto.
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Definicién 3.10. Sea A un algebra de Banach complex en H. A se denomina
un algebra C* si existe una aplicaciéon * : A — A, llamada involucidn tal que a,
beAyaeC:

1. (a+b)*=a*+b*
2. (ab)* = b*a*

3. (aa)* = aa*

4. (a*)* =a

5. |a*a| = |al?

Hecho 3.11. B(H) es un algebra C* bajo la operacién de adjuncién.

Definicién 3.12. Sea A un dlgebra de Banach compleja. Una subalgebra I C A
se denomina un ideal de A, si para todo a € Ay i € I, tanto ia como ai
pertenecen a I.

Hecho 3.13. El élgebra C* C(H) de los operadores compactos acotado en el
espacio de Hilbert H es un ideal cerrado en el dlgebra B(H) de los operadores
lineales acotados.

Definicién 3.14. El dlgebra C* B(H)/K(H) se denomina el dlgebra de Calkin
en H y se denota C(H).

Hecho 3.15. Sea G el grupo de los operadores unitarios en H. Entonces, H
module irreducible para G.

Demostracion. Dados v,w € H tales que ||v]| = ||w||, existe a operador unitario
U tal que Uv = w. O

Definicién 3.16. C(c(N),C) es el conjunto de las funciones continuas de o (V)
en C. B(o(N),C) es el conjunto de las funciones borel acotadas de o(N) en C.

Definicién 3.17. Sea N € B(H) un operador normal. Sea " la funcién que a
cada polinomio p(z) = Y27';_ ¢;jz'Z7 le asigna p(N) = 31", cifN'(N*)I
Definicién 3.18. Sea A un algebra compleja. Sea a € A. Entonces el espectro
de a es el conjunto o(a) de valores complejos A € C tal que el operator A— Al no
es invertible. El espectro de un operador lineal T es el conjunto o(T") de valores
complejos A € C tales que el operador T' — Al no es invertible. El conjunto
C\ o(A) se denomina el conjunto resolvente para a y se denota m(a). Segin lo
anterior, si 7' es un operador en un espacio de Hilbert H, entonces o(T') es el
espectro de T' como elemento del dlgebra B(H) es decir, es el conjunto de valores
complejos A tales que T'— Al no es operador invertible en B(H ); as{ mismo, 7(7")
es el conjunto resolvente de T' como elemento del dlgebra B(H) es decir, es el
conjunto de valores complejos A tales que 7' — AI es un operador invertible en
B(H).

13



Hecho 3.19 (Teorema 2.3.1 en [2]). Sea N € B(H) un operador normal. En-
tonces, la anterior funcién se extiende de forma tnica a un a an isomorfism
isométrico de &dlgebras C* de C(c(N),C) en el dlgebra C* generada por N y el
operador identidad I.

Hecho 3.20 (Corollary IX.4.1 en [?]). El anterior isomorfismo es tal que si f
es una funcién univaluada y analitica en un conjunto abierto V que contiene a
o(T'), entonces

1
1) = 5= [ VT = Anan
2w T
donde, I' C ¢(T') es una curva que contiene a ¢(T") en su interior.

Teorema 3.21 (Teorema 2.6.3 en [2]). Sea N un operador normal en H, sea
B(c(N),C) el dlgebra de las funciones complejas borel medibles de s(N). Enton-

ces existe un monomorfismo isométrico m : B(o(N)) — B(H) tal que 7(f) =

(x(f)"). m(1) = Idysi f = Y, 5, a2, entonces w(f) = 3, 3, ai; NH(N*Y,

donde 1 denota la funcion constante en o(N) con valor 1.

Definicién 3.22. Sea P un operador lineal en B(H). P se denomina una pro-
yeccion si P2 = P. Si P, y P, son proyeccions, su interseccion es la proyeccién
Py AN P2 = PP y su union es la proyeccion Py V Po = Py + P, — P Ps.

Definicién 3.23. Una dlgebra booleana de proyecciones sobre un espacio de Hil-
bert H es un conjunto de proyecciones en H que es cerrado bajo las operaciones
Ay V y contiene la proyeccién cero y la identidad .

Definicién 3.24. Una medida espectral en un espacio de Hilbert H es un ho-
momorfismo de dlgebra booleana § de subconjuntos del plano complejo en un
dlgebra booleana de proyecciones en H que a la unidad le asigna el operador
identidad. Se dice que la medida espectral es acotada si las normas de las pro-
yecciones son acotadas en su rango.

De [16]:

Teorema 3.25. Sea X un espacio de Hausdorff localmente convexo en el cual
todo comjunto abierto es una union enumerable de conjuntos compactos. Sea A
cualquier medida positive sobre conjuntos de Borel en X tal que \(K) < oo para
todo conjunto compacto K. Entonces A es regqular.

Teorema 3.26. Sea v € H y sea m la medida de Lebesgue sobre o(N). Entonces
la funcién de conjunto tal que a todo conjunto de borel S C o(N) le asigna el
valor ||Es(v)||? es una médida regular.

Demostracion.

25 = ( [ amo) 1)

por la linealidad de producto interno, esta es una medida y por el Teorema 3.25,
esta es una medida regular. O
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Definicién 3.27. Dado v € H, la medida anteriormente definida se denota p,
y se denomina medida espectral definida por v.

También de [16]:

Hecho 3.28 (Teorema de Luzin). Sea X be un localmente compact Hausdorff
space. Sea p una medida regular sobre X. Sea A C X tal que u(A) < oo. Sea
f una funcién compleja medible en X tal que, f(z) = 0 para ¢ € X \ A. Sea
e > 0. Entonces, existe g € C(X) con soporte compacto, tal que:

pla | f(z) # g(x)} <e

sup |g(x)| < sup |f(z)]
rzeX zeX

Corolario 3.29. Sea v € H, f € B(c(N),C) y u(S) = ||Es(v)||*>. Entonces
existe una sucesion (gi) C C(o(N),C) tal que (gi) converge en medida a f.

Demostracion. Por Teorema 3.26 1 es una medida regular y por el teorema de
Luzin, la conclusién es inmediata. O

Definiciéon 3.30. Sea T un operador en un espacio de Hilbert H. Sea E una
medida espectral en un dlgebra booleana § tal que @, C € §. E se denomina una
resolucion de la identidad (o una resolucidn spectral) para T si para todo § € §,

E(8) conmuta con T'y o(TE(d)) C §

Hecho 3.31 (Teorema X.2.1 en [?]). Sea N un operador normal acotado en
H. Entonces, N determina de forma tdnica una medida espectral autoadjunta
regular countablemente aditive en los conjuntos de Borel del plano complejo que
se anula en w(N), y tiene la propiedad de que para todo f € C(o(N),C)

(V) = / L TE))

donde esta integral es una generalizacion de la que aparece en 3.20.

Definicién 3.32. Dado un operador normal A, un nimero complejo A se de-
nomina valor propio o valor espectral puntual de A si el operador A — A\ no es
uno a uno. El conjunto de valores espectrales puncuales se denomina espectro
puntual y se denota ¢,(T"). Un nimero complejo A se denomina un valor es-
pectral continuo si el operador A — A\I es uno a uno y el operador (A — \I)~!
es densamente definido pero no es acotado. The conjunto de valores espectrales
continuos se denomina espectro continuo y se denota o.(T).

Definicién 3.33. Si A € C y € > 0, D()\, ¢) denota el disco cerrado con centro
Ay radio e.

Definicién 3.34. Dado A C C, la funcién caracteristica de A se denota x(A).
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El siguiente Lema y el Lema 7?7 son resultado de discusiones con el Dr Thierry
Fack de la universidad Lyon 1 Instituto Camille Jordan:

Lema 3.35. Sea N un operador normal en H. Para todo A € C, las siguientes
condiciones son equivalentes:

I A€o(N)
11 Para todo € >, xp(r,¢(N) #0

Demostracid(i)=(ii) Supongamos que existe € > 0 tal que xp(» (V) = 0. Let

L= Xpre(2)
fa=—"3
Por el Hecho 3.21 (célculo funcional), we have that,
FIN)YN = A) = (N = A f(N) = I = Xpe(N) =1,

dado que X p(y,e (V) = 0. Pero esto significa que NV — Al es invertible en
B(H) y por lo tanto A & o(N)

(ii)«<=(i) Supongamos que A ¢ o(N). Entonces N — AI es invertible en B(H). Sea

T una inversa para N — A\I, entonces
T(N - X)) =1 (3.1)

Por Hipétesis, para todo € >, xp(x ) (V) # 0. Entonces, dado € > 0 existe
Ve € Xp(a,e)(IV) tal que |lv, || =1 Por célculo funcional (Hecho 3.31,

D(X\e)

IN=AL|P = ((N=AD)* (N=AD)xps o (N)(00) o) = / 2=APd(EN) < &,

y se concluye que N(ve) — Ave — 0 cuando € — 0. De (3.1) se obtiene:
ve = T(Nve — M) — 0 when ¢ — 0.

Pero por otro lado se tiene que ||v || = 1 para todo € > 0, lo cual es una
contradiccién.

O

Hecho 3.36 (Teorema 2.8.2 en [2]). Si K es un operador normal compacto,
entonces |o(K)| < N y consiste en valores espectrales puntuales con valores
propios de dimensién finita y posiblemente un punto de acumulacién en A = 0.

Definicién 3.37. El espectro escencial o.(T) de un operador lineal T' es el
espectro de la clase de equivalencia T' de T en C(H).

Lema 3.38 (Criterio de Weyl para el espectro escencial). Sea N un operador
normal. Entonces, para toda \ € C, las siguientes condiciones son equivalentes:
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I A€ o.(N)

11 For all € >, dim(xv(N)H) = 00

Demostracidfi)=(ii) Supongamos que existe € > 0 tal que xp(y (V) tiene

dimensién finita. Sea ) )
L =Xpn,el2

Por el Hecho 3.21 (célculo funcional), se tiene que,

FIN)(N =AI) = (N = ADf(N) =T = Xpp,0N),

Puesto que xp(x ) (IV) tiene dimension finita, N — Al es invertible modulo
operadores compactos, y por lo tanto A & g.(N)

Supongamos que A € o(N). Entonces N — Al es invertible modulo opera-
dores compactos. Sea T una inversa para N —AI en B(H)/K(H). Entonces

T(N-A)=I1+K. (3.2)

Por Hipétesis, para todo € >, Xp(x,) (V) tiene dimension infinita y con-
tiene ker(N — i) el cual tiene diemnsion finita puesto que A & o (V).
Por lo tanto, para todo € > 0 existe ve € xp(x,¢)(N) tal que [[v,]| =1y
d(ve, ker(N — AI)) =1 Por célculo funcional (Hecho 3.31,

IN=AZ|]* = (N=AD)*(N=A)xp(xe (N)(ve) lve) = / [z=APd(E()) < €,

D(X\e)
y de aqui N(v.) — Ave — 0 cuando € — 0. De (3.2) se obtiene:
Ve + kve = T(Nve — M) — 0 when ¢ — 0.

Por compacidad de k, existe una sucesién (v,) C (v.) tal que kv, — v
cuando n — oo para algin v € H. Esto implica que v, — —v y, dado que
llvn|l = 1, se obtiene que ||v]| = 1. Puesto que N(v,) — Av,, — 0 cuando
n — 00, se tiene que Nv = A\v, y por lo tanto:

lvn, — v|| > d(vp, ker(N — X)) =1,

lo que es una contradiccion.
O

Teorema 3.39 (Lema de Schur). Sea H un espacio de Hilbert y T un operador
normal en H que conmuta con todo operador unitario U definido en H. Entonces
existe A € C tal que T = M donde I es la identidad en H.

Demostracion. Sea A el grupo de todos los operadores unitarios en H y sea T’
un operador normal que conmuta con todo elemento de A. Sea A € o(T).
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Caso 1, A € 0,(T) En este caso T — A no es inyectiva asi que, H; # 0. Pero
‘H» es un submédule de H para A y por el Thorema 3.15, Hy = H. Esto
implica que T'— Al =0 en H, y entonces T = AI.

Caso 2, A € 0.(T') Seae > 0. Por el Lema 3.35 Pp( H # 0. Pero Pp(, H es
un submédule de H para A, asi que por la irreducibilidad de H, Pp( oH =
H. Entonces Hx = NePproH=H,y T =AM enH.

Caso 3, A € 0,.(T) En este caso Im(T — AI) # H. Pero Im(T — A\I) # H es
un submédule de H para A. Por el Teorema 3.15, H es irreducible y
Im(T — XI) =0, y por lo tanto T'= AT on H.

O

Definiciéon 3.40. Dos operadores A y B se dicen approximadamente unita-
rimente equivalentes (A ~, B) si existe una sucesién de operadores unitarios
(Up : n € w) tales que B = lim,, . U, AU;.

Teorema 3.41. Sean A y B normales operadores en espacios Hilbert separables.
Entonces, A y B son aproximadamente unitariamente equivalentes si y solo si:

1. 0.(A) = 0.(B).
2. dim{x € H : Az = Az} = dim{z € H : Bz = Az} para A € S' \ 0.(4).
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Capitulo 4

Definibilidad

Lema 4.1. El operador N* es definible en < H,0,+,( | ), N >.

Demostracion. Sea P(x,y) = sup, |[(Nz|z) — (z]y)|. Se tiene que |N*z —y|* =
[(N*z — y|N*"x —y)| < sup, |(z|N"z —y)| = sup, [(z|N"z) — (z[y)| = P(z,y).
Por la Proposicién 9.19 en y la Definicién 9.22 en [5], N* es definible O

Teorema 4.2. Sea f € B(c(N),C). Entonces f(N) es definable si y solo si
f€C(a(N),C).

Demostracion. =) Sea f € C(6(N),C). Por el Teorema de Stone-Wierstrass,

f se puede aproximar de forma uniforme por una sucesién de polinomios
en z y z sobre o(N). Estos polinomios se traducen en polinomios en N
y N*. Por el Lema 4.1, dichos polinomios son definibles, as{ que f(N) es
definible.

Sea f € B(o(N),C)\C(c(N),C) tal que f(N) es definible. Sea A\¢ un punto
de discontinuidad. Sea (A)ren una sucesion en o(N) tal que limy o0 Ay =
Ao pero f(Ax) # f(Xo). Existen modelos Hy y vg € Hy tales que Hy =
Nuvp, — Mpvg, = 0. Sea U un ultrafiltro sobre N tal que limy f(Ag) # f(Xo).
Sea H = Iy Hy, y sea v = (vg )y € H. Entonces se tiene

fQo)v=f(N)(v) = f(N)(vi)u = (f(N)vp)u =
= (f(M)vu = (112511 FOw)(or)u = (h’&n J(w))v

Por lo tanto f(A\g) = limy f(Ax), lo cual es una contradiccién.
O

Proposicién 4.3. Un automorfismo U de < H,N > es un operador unitario
de 'H tal que UN = NU

Demostracion. Es claro que U debe ser un operador lineal. También se tiene
que para toda w,v € H, U(Nv) = N(Uv) y (Uu|Uv) = (u|v) por la definicién
de automorfismo. Por lo tanto U debe ser unitario. O
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Anotacion 4.4. Si T es un operador definible en < H, N > y U es un automor-
fismo de < H, N >, entonces TU = UT por definibilidad.

Lema 4.5. Sea < H', N’ > un extension elemental de < H, N > tal que toda
A € o(N) es un walor propio, y sea T un operador definible en < H,N >.
Entonces T | Hy\ = axldyy, para algin ay € C.

Demostracion. SiT es definible, por la Nota 4.4, T' conmuta con todo automor-
fismo de H'. De otro lado, se tiene que H' = H) & H4L. Entonces para todo
automorfismo U € Aut(H}) es posible construir U = U @ Idy;, € Aut(H').
Como T conmuta con cualquier automorfismo de H’', T conmuta con U’ y, por
la definicién de U’, T' | H) conmuta con U. Dado que U es arbitrario, T' [ H)

conmuta con todo automorfismo de H). Por el Lema de Schur, existe un nimero

complejo ay tal que T' | Hy = axldpy O

Teorema 4.6. Los operadores definibles en la estructura < H, N > son exac-
tamente aquellos en el dlgebra C* generada por N.

Demostracion. Por el Lema anterior, dado A € o(N), existe ay € C tal que
T [ H\ = axldyy . Sea f: o(N) — C definido por f(A) = ay. Por la parte <
de la demostracién del Teorema 4.2 f debe ser continua, y por el isomorfismo
entre C'(o(N),C) y el dlgebra C* generada por N, T debe pertenecer a dicha
algebra C*. O

Teorema 4.7. Sea f € B(c(N),C) y (gx) C C(o(N),C) como en el corolario
anterior. Sea v € H. Entonces g, (N)(v) — f(N)(v) cuando n — co.

Demostracion. Se tiene que f(N)(v) = fAeU(N) f(N)dEx(v) dado € >= 0, existe
N tal que para toda k > N, u({\ € o(N) | f(A) # gr(A)}) < €. Sea M una cota
comun para f y los gx, o = {\ € a(N) | f(N\) # gr(N)} entonces, para k > N

IFN)(0) = g (N)@)]1* =
= (V) = ge(N)()|(F (V) = g(N))(v)
= ((F(N) = ge(N))" (F(N) = g(N))(w) o)
= ((F(N) = ge(N)(F(N) = ge(N))(@) o)
< If = P @Il
<[ 1) - a0PaE )

< AMP| By, ()],

y por hipétesis || E,, (v)|| — 0 O
Corolario 4.8. Sea v € H y sea f € B(a(N),C). Entonces f(N)v € del(v)
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Demostracion. Por el teorema anterior. O

Definicién 4.9. Sea A C H. < A > denota el subespacio de Hilbert (no necesa-
riamente cerrado) generado por A. También < A > denota denota el subespacio
de Hilbert generado por A.

Definicién 4.10. Dado v € H, sea H,, el subespacio de Hilbert generado por
f(N)(v) con f € B(a(N),C).

Teorema 4.11. Sea v € H. Entonces tp(v/0) estd determinado por el conjunto
de condiciones:

{lI7(@)]| = |7 (v)|| | 7(z) es un L-término en x}

Demostracion. Es claro que {||7(z)|| = ||7(v)| | 7(x) es un L-término en z} C
tp(v/0). Sea M el modelo monstruo y supongase que para algin u,v € H < M
se tiene que

{lI7(@)]] = |7 (w)]| | 7(x) es un L-término en 2} = {||7(z)|| = ||7(v)| | 7(x) es un L-término en =}

Entonces, H, ~ H, y por lo tanto, H, ~ H,, donde H,, es la clausura topoldgi-
ca de H, en M. Sean ‘Hy y H;} los complementos ortogonales de H, y H.,
respectivemente en M. Entonces we también have H} ~ H} y asf se obtiene
un automorfismo de M que envia u a v. O

Teorema 4.12. Seav,w € H. Entonces tp(v/0) = tp(w/0) siy sdlo si || f(N)v| =
Ilf (N)w|| para toda funcién boreliana f : o(N) — C.

Demostracion. Por el Teorema 4.6 todo término 7(z) en L se puede describir
como f(N)z para alguna funcién continua f en o, y por el Teorema 4.11 las
normas de estos términos calculadas en v detérminan al tipo ¢p(v/0). Recipro-
camente, cualquier f(N)z con f una funcién boreliana, es un limite de términos
7(z) en Ly tp(v/0) determina los valores || f(N)v||. O

Teorema 4.13. Seav,w € H. Entonces tp(v/0) = tp(w/0) siy sdlo si||xv(N)v| =
llxv (N)w|| para todo abierto V C o(N).

Demostracion. Para toda funcién borel en ¢ y toda € > 0 existe un combinacién
lineal finita g de funciones caracteristicas de subconjuntos abiertos mutuamente
disyuntos de o(N) tal que ||f — g|| < e. Si ||[xv(N)v|| = ||xv(N)w]| para todo
abierto V' C o(N), entonces ||g(N)v|| = ||g(N)w||. Dado que esto es verdad para
toda e > 0y si V4 NVa = 0 entonces Imyy, L Imyy, y entonces || f(N)v| =
|| f(N)w]]. Como esto es verda para toda funcién borel f de o(IN), entonces
tp(v/0) = tp(w/0). El reciproco es inmediato. O

Corolario 4.14. Sean v,w € H. Entonces tp(v/0) = tp(w/0) si y solo si p, =
Haw -

21



Definiciéon 4.15. Dado A C H, sea H 4 el subespacio de Hilbert cerrado de
'H generado por los elementos f(N)(a), donde a € Ay f € B(o(N),C). Bajo

las mimas hipétesis, sea H 4 el complemento ortogonal de Ha y Pa y Pa., las

= =L
proyecciones sobre H 4 y ‘H 4 respectivamente.
Lema 4.16. SecaveH y ACH. siv L Ha entonces H, L Ha.

Demostracion. Sea f,g € B(o(N),C) y sea a € A. Entonces

(f(N)(@) | g(N)a) = (v | f(N)g(N)(a)) = (fg(N)(v) | a) =0

Teorema 4.17. Sea v € H y A C H. Entonces
tp(v/A) = tp(Par (v) /D) U (x — Pa(v)) L Ha,

donde (x — P4(v)) L Ha es el conjunto de condiciones {|{(xz|a) — (Pa(u)|a)| =
Ola€Hat

Demostracion. Sea u,v € H son tal que
tp(Par(u)/0) U (z — Pa()) L Ha =tp(Par(v)/0) U (x — Pa(v)) L Ha

Entonces Py(u) = Pa(v) y existe un automorfismo del modelo monstruo que
envia Pyi(u) a Pyi(v) v sea g dicho automorfismo. Por el Lema anterior, se
tiene que g('HpAL(u)) = HPAJ_ (v)- Asf tomando una base apropiada para M, se
puede construir un automorfismo g’ del modelo monstruo tal que ¢’ | Ha = id
v I Hi=g1Hx O

Corolario 4.18. Sea p,q € S(A) y sea u,v € H tal que u = p y v E q.
Entonces, d(p,q) = ||Pa(u) — Pa(v)]]

Demostracion.
d(p,q) =
=t [1Pa@) + Px(a) = (Pa(b) + P ()| =
= 1Pa(w) = Pa() + (Pi(a) - Px ()] =
= 0 VIPAG) = Pa@R + (P4 (0) = PO)PE

= \/[PA(U) = Pa@)]* + (I1Px (@) = [Pz (®)I])?
O

Anotacion 4.19. Si X es un espacio topoldgico, | X| denota su densidad, es decir,
el menor cardinal de un conjunto denso en X. Si A es un conjunto pero no es
un espacio topolégico, |A| denota su cardinalidad.
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Corolario 4.20. Sea A CH entonces |S1(A)| < |A| x 2%

Demostracion. Inmediato a partir de los Teoremas 4.11, 4.17 y el Corolario
4.18. O

Corolario 4.21. Sea A C H. Entonces U € Aut(H/A) si y sélo si U mantiene
‘Ha estable.

Corolario 4.22. Sea A C H. Entonces dcl(A) = H

Demostracion. Del Corolario 4.8 es claro que H4 C dcl(A). Para obtener el
reciproco, sea v € H 4. Entonces P41 (v) # 0. Sea u € H tal que u # P41 (v),

u L Hay ||u|| = ||Par(v)]]. Entonces por el Lema 4.16, H, L Ha y por
el Teorema 4.17 tp(Ps(v) + u/A) = tp(v/A). Pero existen varios u € H que
satisfacen lo anterior, asique v & dcl(A). O

Conjetura 4.23. Sea v € H. Entonces
dcl(v) = {Av |un pertenece al dlgebra de von neuman generada por N}

Lema 4.24. Sea v € H. Si v es un vector propio correspondiente a algun
A € 04(N), entonces v es algebraico sobre ().

Demostracion. A € o4(N) siy sblo si A es aislado en o(N) con espacio propio
finite dimensional H . asi que cualquier automorfismo puede enviar solamente
Hy onto H, y la orbita de v bajo dicho automorfismo solamente puede ser
compacta. O

Lema 4.25. Sea v € H be tal que v =Y v;, donde cada vy, es un vector propio
para algin A\ € o4(N). Entonces v es algebraico sobre ().

Demostracion. Dado que ||vg|| — 0 cuando k — oo, la érbita de v bajo todos
los automorfismos es un cubo de Hilbert el cual es compacto. O

Teorema 4.26. Sea v € H. Entonces v es algebraico sobre ) si y sélo si para
toda w € H entonces iy (0e(N)) = 0.

Demostracion. = Suponga quefiy ,(0.(N)) #= 0 para algin w. Por el Lema
3.38, para todo subconjunto abierto V de o(N) se tiene que dim(xyv (N)H) =
oo. Dado que A € o4(N) si y s6lo si A es aislado en o(N) con espa-
cio propio de dimensién finita H), para toda V subconjunto abierto de
oe(N), dim(xy (N)H) = oo. Para toda V' subconjunto abierto de o.(N),
dim(xy (N)H) = oo sea v, una sucesién de elementos mutuamente orto-
gonales en dim(xy (N)H) tal que para todo k, ||[v¥ || = [|xv (N)v||. Sea I =
{i]¢ es una coleccién finita de subconjuntos de borel disyuntosc(N)}. Pa-

rai € I, sea wf = Y vei U{C/QG'C(N) + XvVuo,(N)v- Sea U un ultrafiltro en 1.
Sea H' = Tl; H Sea w* = (w¥); 14 € H'. Entonces para todo k, bw” tiene
el mismo tipo de v sobre () asi que la orbita de v es de dimensién infinita
y v no es algebraico sobre (.
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< Decir que py.(0e.(N)) = 0 es equivalente a decir que v = > v, con v,
vectores propios para A, € o4(N) y por el Lema 4.25
O

Teorema 4.27. Sea A C H. Entonces acl(A) es cerrada subespacio de Hilbert
generado por the union de dcl(A) con acl(D).

Demostracion. Sea E be the space acl(Q) + dcl(A). se tiene que acl() C acl(A)
y dcl(A) C acl(A) asi que E C acl(A). Si v ¢ E, sea Pgv la proyeccién de
v en E. se tiene que w — Prw # 0 para algin subconjunto borel V' de o(N),
Xvv — XoPr # 0. Se puede asumir que V es un subconjunto abierto de o.(N),
asi que por el Lema 3.38 se puede encontrar un automorfismo que envia v en
una orbita no compacta en H, asi que v € acl(A). O
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Capitulo 5

La teoria de < H, N >

Recordemos el Corolario 11.4.2 form [10]:

Teorema 5.1 (Weyl-von Neuman-Berg). Toda operador normal N en un es-
pacio de Hilbert separable se puede expresar como la suma N = D + K de un
operador normal diagonal D y un operador compacto K. Mds aun, para todo
e > 0 operadors Hermitian A1, ..., A, que conmutan, existen operadores Her-
mitian simultaneamente diagonalizables D; y operadores compactos K; tales que

Ai=D;+ K; y ||Ki| <e
También, se necesita el Teorema I11.4.4 de [10]

Teorema 5.2. \ € 0.(N) si y sdlo si para toda n € N y para todo V' conjunto
abierto tal que \ € V.

M inf - max(|(uilug)] [[lusl] = 1, xv (V) () = Mugl) =0

UL UL U,

Demostracion. Este esquema de afirmaciones es claramente equivalente a la
Proposicién 77 y por el Corolario 4.8, estas afirmaciiones son correctas en el
lenguaje de légica continua para estructura métricas. O

El siguiente Lema es una ligera adaptacién del Lema 3.6 en [3]

Lema 5.3. Sea A\ € o(N) aislado, sea x = d(A, o\ {\}) y sea u € H. Si
[Nv — v < e entonces [lv — Px(v)[| < -

Demostracion. Sea N € o aislado y sea u € H. Entonces
I¥o-xolp = ([ A= XPaEs@) | v)
Aea\{\'}

se tiene que |A—X'|? > x? para todo X € o tal que A # X. Si || N (u) —Nu|? < €2,

XCllo=Pa(v)||* = x2</ dEx(v) | v> < </ IA=N|2dEx(v) | U> <€
rea\{\} Aea\{\'}

asi que [lu— Py (uw)[|? < 5. O
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Lema 5.4. Si A es un ndmero complejo, A € o4(N) si y solamente si existe
n € N tal que para toda € > 0, la siguiente afirmacion es vdlida en < H, N >:

inf supmax (|(uslu)l, |uill = 1], [Nui — Mgl =[N (v) = Ao,

UL U2 Un

m

v — Z<U|ui>ui)||;;) —0

k=1
Demostracion. Por el Lema 5.3 esta afirmacion dice que el espacio propio co-

rrespondiente a A es finito dimensional. O

Lema 5.5. Si A es un complejo, A & o(N) si y solamente si, las siguiente
condicion es vdlida en < H,N >:

sup (nllol] = Nv = Aell) =0

donde n = d(\, o(N))

Demostracion. Esta condicién dice que |Nv — Av| < n|jv|| y por lo tanto es
invertible para todo v € H. O

El siguiente teorema es una nota de C.W. Henson:

Teorema 5.6. (Henson) Sean Na y Np dos operadores normales en el espacio
de Hilbert separable H. Entonces, las estructuras < H,N4 > y < H, Ng > son
elementalmente equivalentes si y solo si

1. 0o(N4) = 0e(NB).

2. dim{x € H : Nax = Az} = dim{z € H : Ngz = Az} para A\ € S\
O'C(NA).

Demostracion. = Sea < H,N4 >=< H, Ng >. Por el Corolario 5.2,si A € C
A€ 0.(Na) siysélosi A€ o(Ng). La conclusién se sigue de los Lemas
54,55y 5.2

< Sea N4 y Np son aproximatemente unitarimente equivalentes. Entonces,
existe una sucesién de operadores unitarios U, tales que lim,, oo U, NAU =
Np. Sea U un ultrafiltro sobre N que contiene al filtro de subconjuntos
cofinitos de N. Sea < Hi, N1 >=IIxy < H,U,NAU > y sea < Ha, N2 >=
Iy < H,Np >. Se sigue que H; ~ Ho y por Keisler-Shelah’s teorema,
<H,Njy >=< H,Np >.
O

Definicién 5.7. Sea T, la teoria espacios de Hilbert junto con las siguientes
condiciones:

1. Para o, § € C tal que |a| + |8] < 1:

Sup sup IN(fa,s(u,v)) = fa,s(Na, NG)| =0
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o

sup, [NN*v — N*Nv| =0
3. Para A € 0.(N), V C C conjunto abierto tal que A € V y n € N:

inf - max (| uslug)|, [llull = 1, v (N) (ui) = Mugl) =0

Uit
4. Para A € 04(N) y nx € N como en el Lema 5.4 y € > 0:

inf  supméx (|(us|us)|, [[Jusll — 1], [Nu; — M|, e[| N (v) — Mo,
ULURUny g
m

o= Z<v|uz->ui)||7) =0

k=1

sup(nlfo]] ~[INv = x| ) =0

Corolario 5.8. T, axiomatiza la teoria Th < H, N >.
Demostracion. Por el Teorema 5.6. O

Corolario 5.9. La teoria de la estructura < H,N > admite eliminacion de
cuantificadores.

Demostracion. Los Teoremas 4.11 y 4.17 muestran que el tipo libre de cuanti-
ficadores de un elemento determina el tipo de dicho elemento. O
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Capitulo 6

Estabilidad

Teorema 6.1. T, es k-estable para k > |o].
Demostracion. Inmediato a partir del Corolario 4.20. O

Definicién 6.2. Sea v € Hy A C H. Entonces Pyea)(v) ¥ Paci(a)(v) denotan
la proyeccién de v sobre los espacios dcl(A) y acl(A) repectivamente. De la
misma manera, Pyea)r(v) y Pyeycayr (v) denotan la proyeccién de v sobre los
espacios dcl(A)* y acl(A)* repectivamente.

Definicién 6.3. Sea v € H. Sean A, B C H. Se dice que u es independente de
B sobre A si Pyeia)(v) = Paci(aup)(v), lo cual se denota u J/Z .

Teorema 6.4. Sea v,w € H y A C'H. Entonces v \LZ w sty sélo si para toda
f S B(U(N),(C), v — Pacl(A)U 1 f(N)w

Demostracion. =) Sea v | * w. Entonces Paci(ay(v) = Paa(aufwy) (v). Ast que

Pociay(v) = Pm(v). Entonces v—P, (4 (v) = v—Pm(U).
Pero v — Pm(v) L H,. Entonces v — Pyeyeay(v) L Hy which im-
plies que v — P,gayv L f(N)w para toda f € B(o(N),C).

<) Las anteriores implicaciones son reversibles.
O

Lema 6.5. Sea A CH yV un subconjunto de borel de o(N). Entonces xv (N)
conmuta con Pgcay Y Paci(a)-

Demostracion. Sea v € H y V un subconjunto de Borel de o(N). Se puede
escribir v = Pyeya)v + Pyeyeayrv. Para todo a € acl(A), xv(N)a € acl(A)
y <a|XV(N)Pacl(A)L'U> = <XV(N)(I‘P{LCI(A)L'U> = 0 (xv (V) es autoadjunto).
Entonces xv (N)Paeayv € acl(A) y xv(N)Pygayrv € acl(A)*. Por lo tanto
Poci(ayxv (N)v = Pociayxv (N) Paci(ay0+PaciayXv (N ) Pacyayr v = xv (N) Paci(ayv
Y Paci(ayxv(N)v = xv(N)P,eayv- La demostracién es similar para Pyea). O
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Teorema 6.6. Sea v,w € H y A C'H. Entonces v J/; w sty solo si para todo
subcongunto abierto V- de a(N), xv(N)v L7 xv(N)w.

Demostracion. Sea v,w € H'y A C H. Por el Teorema 6.4, v \LZw si y solo
si para toda f € B(o(N),C), v — Pygayv L f(IN)w. Sea V un subconjunto de
Borel de o(N). Por el Lema 6.5, si v J/Z w entonces Xy (N)v—Pyeayxv(N)v L
F(N)xv(N)wy xv(N)v L; xv (N)w. El reciproco viene de tener en cuenta que
v = Xa(N)(N)U~ O

Corolario 6.7. Sea v,w € H y A CH. Entonces v J/; w sty sélo si para toda
subconjunto abierto V de o(N), xv(N)v — xv(N)Pacayv L xv(N)w.

Demostracion. Sea v,w y A como se describe mas arriba. Por los Teoremas
6.4y 6.6 v \LZw si y s6lo si para todo subconjunto de Borel V' de o(N), y
toda f € B(o(N),C), xv(N)v — Pacayxv(N)v L xv(N)f(N)w. Pero f(N)
se puede aproximar arbitrariamente por combinaciones lineales de funciones
caracteristicas de conjuntos de borel disyuntos en o (N). Pero xv (N)xv/ (N) =0
si V y V' son disyuntos, de lo cual se sigue la conclusién deseada. O

Corolario 6.8. Sea v,w € H y c C H. Entoncesv | - w siy sélo si para todo
subconjunto de Borel V' de (N ), xv(N)Pecyrv L xv(N)Paec)yrw.

Demostracion. Seav,w € Hy C C H tal que v J/Z* w. Sea V un subconjunto de
Borel de o(N) fijo. Por el Lema 6.7, xv (N)v—xv (N)Paacyv L xv(N)w. Tam-
bién, se tiene que xv(N)v = xv(N)Pacic)v + xv(N)Paa(cyrv v xv(N)w =
Xv (N)Pacicyw + xv (N)Pyecyrw. Por lo tanto la condicién anterior signifi-
ca que Xv(N)Paocyrv L xv(N)Paccyw + xv(N)Paecyrw. Pero esto es lo
mismo que decir que xv (N)P,ac)rv L xv(N)Pyey(oyrw. O

Definicién 6.9. Sea A C B, p € S(A) y g € S(B) tal que p C g. Se dice que
g es una extensién no bifurcante de p si para toda v € H si H = ¢(v) entonces

v ], B.

Teorema 6.10. Sea AC B, p € S(A) g€ S(B) yv,w € H tal que p = tp(v/A)
y q = tp(w/B). Entonces q es una extension no bifurcante de p si y sélo si

1. Pacl(A)U = Pacl(A)w
2. Para toda subconjunto de Borel V de (N ), || Pacicayr Xv (N)v| = [[Pocrcayr xv (N)w||
3. Para toda subconjunto de Borel V' de o(N), Pyeayr xv(N)w L acl(B).

Demostracion. Por 4.17 las condiciones 1) y 2) son equivalentes a tp(v/A) =
tp(w/A). y por el Corolario 6.8, la condition 3) es equivalente a w \LZ B. O

* .. . .
Teorema 6.11. |~ es una relacion de independencia.
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Demostracion. Caracter finito Se demuestra que para v € H, A,B C H,
v J/ZB si y sélo si v \L;BQ para toda By C B finito. La direccién
=) es clara. Para la direccién <), supongamos que v L;B. Sea w =
Pocicaup)(v) — Paeigay(v). Entonces w € acl(A U B) \ acl(A). Entonces
existen wy,ws tales que w; € del(AU B), wy € acl(l) y w = wy + wa.
Por el Teorema 4.22 existe una sucesién (vi)gey € AUB vy fr k €
N tal que > ;_, fe(vi) — wi cuando n — oo. Sea E el generado de
(vik)ken- Si dim(E) = oo no hay nada que probar. Si no, sea N € N tal
que |lwy — Paa(au{oy, onp(w1)]| < @ y al menos un vy ¢ A. Sea
By=BnN {’Ul, . - ,UN}. Entonces PAUBO('U) = Pdcl(AU{v1,~-- ’UN})(’LUl) + wa
yv L, Bo

Caracter local Seav e Hy BCH. Seaw = Pacz(B)(U)- Entonces existe una
sucesion (by)ren C B tal que by — w cuando k — oo. Sea By = {b; |k €
N}. Entonces v J/*B(, By |By| =R

Transitividad de la independencia Seav e Hy AC BC CH.siv | * C
entonces Poey(a)(v) = Pue(c)(v). Es claro que Poga)(v) = Pocp)(v) =
Paac)(v),asiquev | Byw |7, C. Reciprocamente,siv |, Byv |, C,
se tiene que Pacl(A) (’U) = Pacl(B) (U) y Pacl(B) (’U) = Pacl(C) (U) Entonces
Pacl(A)(v) = Pacl(C) (v) yv J./Z C.

Simmetria Es claro a partir del Corolario 6.8.

Invariancia Sea U un automorfismo de < H,N >. Sea v,w € Hy C C
‘H tal que v J/Zw Por el Corolario 6.8, la invariancia es equivalente a
decir que para todo subconjunto de Borel V' de o(N), xv(N)P,ucyrv L
Xv (N) P,y w. Pero esto es verdad si y sélo si para todo subconjunto
de Borel V de o(N), xv(N)P,aweyr Uv L xv(N)Pyaweyr Uw ya que U
es un automorfismo. Entonces v J/Z, w siy sélo si Uv J/U C*Uw.

Existencia Sea A C B, p € S(A) y v € H tal que p = tp(v/A). Se tiene que
para todo conjunto de borel V' de o(NN), sea ay tal que ay L acl(B),
ay L Pacl(B)iXV(N)U y ||aV|| = ||Pacl(B)LXV(N)'U||~ sea by = a, +
Paci(ayxv (N)v.Sea I = {i|i es una coleccién finita de subconjuntos de borel disyuntos de o(N)}.
Para i € I, sea w; = ) ¢, by. Sea U un ultrafiltro en I. Sea H' = I1y ;/H.
Sea w = (w;)ruu € H'. Entonces bw satisface las hipdtesis del Teorema
6.10 y tp(w/B) es una extensién no bifurcante de p.

Estacionaridad Es claro por el Teorema 6.10.
O

Definicién 6.12. Sea v € Hy A C H. Sea Cb(v/A) = {ar|k € N} una
sucesién en A tal que existe una sucesién {fx |k € N} en B(o(N),C) tal que
fr(ar) = Paaayv.

Teorema 6.13. Sea v € H y A C H. Entonces Cb(v/A) es una base canonica
para el tipo tp(v/A)
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Demostracion. Clara a partir del Corolario 6.8. O

Definicién 6.14. Sea A C H y p,q € S,(A). Se dice que p es casi ortogonal q
(p L% q)siparatodoal=pandbl=qa | b

Lema 6.15. Sea A C H tal que A = acl(A). Sean p,q € S1(A), seana Ep y
bEgq. Sia=Ps(a)+d yb=Pab)+V, Sean

op ={A\€0(N):VV C o(N) open neighborhood of A\, xv(N)a' # 0 € p}

o, ={N € 0(N):VV C o(N) open neighborhood of A\, xv (N #0 € g},
entonces, p L% q si y sélo si op Nog = 0.
Demostracion. Inmediato a partir del Corolario 6.8. O

Corolario 6.16. Sea A C H tal que A = acl(A). Sean p,q € S1(4), y sean
aEpybEq Sia=Psla)+a yb=Ps(b)+, entonces p L* q si y sdlo si
Par L pr
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